




Diese Arbeit entstand aus einem Teil der Dissertation
des Verfassers, die 1m Jahre 1969 bei der Math.-Nat.
Fakultät der Freien Universität Berlin eingereicht und
von der Fakultät angenommen wurde.
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Eine interne Charakterisierung von Marines,eU-Baumen.
von K. Kutzler
In seinem Buch ItEspaees veetoriels, pseudotopologiques et
th~orie des distributions11 sowie in vorangegangenen Arbei-
ten hat G. Marineseu bei der Untersuchung des Raumes
_LCE,F) .der stetigen, linearen Abbildungen eines lokal-
konvexen, topologi~ehen Vektorraumes E in den lokalkon-
vexen,topologischen Vektorraum F den Begriff des pseudo-
topologischen Vektorraumes definiert . Hierbei sind die
betrachteten Vektorraume stets entweder reelle oder komplexe
Vektorraume. Unter Zugrundelegung des Begriffs des induk-
tivenLimes eines induktiven Systems von Limesraumen, wie
er bei H..R. Fischer [1J definiert wird, ist ein pseudo-
topologischer Vektorraum definiert als induktiver Limes eines
induktiven Systems von topologischen Vektorraumen in der
Kategorie der Limesvektorraume über dem entsprechenden
Skalarkörper. Hierbei hat das betrachtete induktive System
die Eigenschaft, daß seine Abbildungen stetige Inklusions-
abbildungen sind. Der Begriff des pseudotopologischen
Vektorraumes ist identisch mit dem Begriff des fast indukti-
ven Limes ( lokalkonvexer, topologisqher Vektorraume ),
wie er von J. Wloka [7] definiert wurde, wenn die
Objekte des induktiven Systems lokalkonvexe, topologische
Vektorraume sind. Limesvektorraume der soeben bezeichneten
Art sind in den letzten Jahren besonders intensiv von
H. Jarchow untersucht worden. Jarchow nannte dabei die
induktiven Limites von induktiven Systemen lokalkonvexer,
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topologischer Vektorräume in der Kat~gorie der Limesvektor-
räume Marinescu-Räume. Die Limesvektorräume, die sich als
induktive Limites topologischer Vektorräume darstellen las-
~en wurden von Jarchow pseudotopologische Vereinigungen ge-
nannt. Es werde hierbei betont, daß es sich stets um ln-
duktive Limites im oben definierten Sinne handelt.
Bei der Arbeit mit Marinescu- Ri'i.umenbzw. pseudbtopologi-
" "
sehen Vereini~ungen wurde stets die Definition dieser
Räume durch induktive Limites verwendet. Im Folgenden
soll ~un-eine interne Charakterisierung von Marinescu-
Räumen bzw. pseudotopologischen Vereinigungen angegeben
werden.
Sei M" elne Menge. N sei eine nicht leere Teilmenge von M.
Ist q>N ein Filter auf N , so bildet q>N eine Filter-
---basis auf M . Der von q>N auf M erzeugte Filter werde
mit [q>N] bezeichnet. Sei andererseits l' ein Filter auf
M ; der die Eigenschaft besitze, daß für jede Menge F
aus gilt: F"N f. (/; • Dann ist {F"N I F E: q> }
ein Filter auf N, der Spur von ~ auf N genannt und mit
SPN(~) bezeichnet werde. Besitzt der Filter q> auf N
eine Spur, so gilt im allgemeinen : [SPN(~)] "2 ~
-Im Falle N E: ~ folgt [SPN (~)J = ~ • Für einen
beliebigen Punkt x aus M werde der Ultrafilter aller
Teilmengen von M, die x enthalten, mit [ xJ bezeichnet.
Im Folgenden sei K stets entweder der K6rper der




ln K-Vektorraum und T eine mit der Vektorraum-
struktur kompatible Limitierung, so werde der hierdurch
b~schriebene Limesvektorraum mit (E,T) bezeichnet.
Für einen Limesvektorraum (E,T) über K besitzt die
Klasse '0) aller bezüglich der Limitierung T gegen
o konvergenten Filter die folgenden charakteristischen
Eigenschaften:
-(L1) Aus <P1 € T(O) und <P2€ T(o)-folgt <P1+ <P2 € T(O).
(L2) Aus <P € T(O) folgt W.<P € T(O) .
--(L3)---Aus X -€ E -felgt -W.x =:\V.[-xJ-€ T(O)
(L4) Aus CL € Kund <P € T(O) folgt CL. <Pf-T(O) .
Wenn (E,T) ein Limesvektorraum ist, so ist die Limitierung
-T vollständig durch die Klasse L(o) beschrieben. Aus
der Stetigkeit der Addition folgt nämlich, daß für jeden
Punkt x aus E die Klasse T(X) aller Filter auf E ,
--die-bezüglich L gegen x - konvergieren, von der fo-lgenden
Form ist: T(x) = {<p+ x <P € T(O)} •
Ist umgekehrt auf dem K-Vektorraum E eine Limitie-
rung T. gegeben, so daß für T(O) die Bedingungen (L1) - (L4)
erfüllt sind und überdies für x aus E gilt :
_T(X) = {<p +xl <P € T(O)} , so ist T eine mit der
Vektorraumstruktur von E kompatible Limitierung .
_:Seien N und M nichtleere Mengen und j:N ;.M
eine Abbildung. Ferner sei <P ein Filter auf N . Dann ist
{ j (F) I F s<P} eine Filterbasis ln M . Der von dieser
Filterbasis erzeugte Filter werde mit j(~) bezeichnet.
Falls j eine Inklusionsabbildung ist, gilt j(<p) = [<p]
.- 4 -
Es sei im Folgenden I' eine beliebige, durch eine
Ordnung ~ nach oben gerichtete Indexmenge . Für i aus
I sei (E, ,T,) ein Limesvektorraum. ( Die im Folgenden, ~
•.L






K Für zwei Indizes ii und i2 aus I mit
gelte E. ~ E. ferner sei die Inklussions-
II l2
j .. :E. ----'> E. bezüglich der Limitierun-
lll~ II l2
gen T. ~nd T. stetig. Es ist klar, daß die Limesvektor-
II l2
räume (E.,T.) zusammen mit den Inklusionen j. .
l l lll2
------Kategor,ie-der. Limesve-ktorräume -Bin induktives System bil-
den. Wenn im Folgenden von einem induktiven System von
Limesvektorräumen. gesprochen wird, so soll darunter stets
--diese spezielle Art von induktivem System verstanden wer-
den. Nabh Fischer besitzt jedes induktive System von Limes-
vektorräumen einen induktiven Limes in der Kategorie der
Limesvektorräume (, der sogar mit dem induktiven Limes in
der Kategorie der Limesräume übereinstimmt).Das bedeutet:
Es existieren ein Limesvektorraum
und für jeden Index i aus I
(E,T) =: ind (E.,T.)
I l l
eine stetige~lineare Abbildung
----->(E,T) derart, daß hierdurch das folgen-
de universelle Problem gelöst wird:
Sei (F, T ' ) ein Limesvektorraum. Für jeden Index i aus T..L
sei T.:(E.,T.)l l l
Das System der
----->(F,T') eine stetige, lineare Abbildung.
T. sei außerdem mit dem induktiven System
l
der Limesvektorräume kompatibel, d.h. für i1 und i2 aus I
geltemit T. = T. 0 j. . . Dann existiert eine
l1 l2 l1l2
eindeutig bestimmte, stetige und lineare Abbildung
----->(F,T') derart, daß das folgende Diagramm
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Die Konstruktion des induktiven Limes verläuft wie folgt:
Setze E : = V E. Für i aus I definiere
iE:I l
j.:E. >E durch die Inklusionsabbildung. Ferner sell l
T(O) gegeben durch
_~T(O) = { ~ I Es existieren ein Index l aus I und ein
Filter ~. aus T.(O) mit ~ = j.(~.) =[~.1}l l l l l
Für x aus E definiere man dann T(X) = {~ +XI~E:T(O)}
,1) Definition: Ein Limesvektorraum (E,T) heif3e pseudoto-.
po~ogische Vereinigung,
derart gibt, daß
wenn es ein induktives System (E. ,T')
l l
a) a~~e Ti Vektorraumtopo~ogien auf E. sind und
l -----
b) (E,T) = ind (E. ,T') gi~t .
I l l
Ein Limesvektorraum (E,T) heiße Marinescu-Raum, wenn
es ein induktives System (E. ,T.) derart gibt, daß
l l ---------.- ---
a ) a_~_~_e_.T i~ _o_k_a:_~_k_o_n_.v e._x_e_V_e_k_t_o_r_r_a_u_m_t_o~p_o_~_o~g_i_e_n_._a u~f~
E. sind und
- l -----
b) (E,T) = ,iud (E., T • )1. l l gi~t.
Zum Beweis des gewünschten Charakterisierungssatzes wird
das folgende Lemma benötigt:
2) Lemma: Sei E ein Vektorraum. Ferner sei ~
~ E , der den fo~genden Eigenschaften genügt:
ein Fi~ter
und W.4> = <P
Behauptung: Dann ist E~:= (\ K.F
F E:~
ein Unterraum von E
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IBeweis: Es werde zuerst bemerkt, daß
da wegen der Relation ~.~ =~ folgt
E~ nicht leer ist,
o E: E ~ . Seien x
aus E ~ und >-
'Das impliziert
aus K. FUr jedes F
A. X E: A. K.F f K.Fund
aus ~ folgt x E: K.F .
(',
F E:~K. F = E~





x E: K.F und y E: K.F Wegen W. ~
F
= ~
und wegen ~ + ~ = ~ folgt die Existenz einer equilibrier-
ten Menge F' aus ~ mit der Eigens chaft : F' + F' £ F .
Ferner sind die Relationen x ~ K.F' und y £ K.F'
---erfUllt.---Hierausfolgt --vJ'egen-derEq-uilibriert-heit-der
Menge F' , daß Zahlen a , ß > 0 derart existieren,
daß a.x E: F' und B.y E F' gilt. Wähle nun r = mine a, B).
Wegen der Equilibriertheit von F' gilt dann auch r.x 6: F'
und r.y E: F' also r.x + r.y = r. (x + y) E F' + F' ~ F ,
folglich x + y E K.F . Da F aus ~ beliebig war, folgt
+ n E~ Also ist E~ ein Unterraum Ex YE F E:~ K.F = von
Es können nun pseudotopologische Vereinigungen wie folgt
charakterisiert werden:
3) Satz: Sei (E, T)
hinreichend dafür~ daß
ein Limesvektorraum. Notwendig und
(E,~ eine pseudotopologische
Vereinigung ist~ ist die Existenz einer Filterfamilie g
E ~ die den folgenden Bedingungen genüg!:
"'"(l) Für jeden Filter ~ aus g gilt:






(2) Zu jedem Filter \jI aus 1-(0) gibt es einen Filter ~
aus n mit
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(3) Es gilt für Jeden F-ilter 1J aus
Beweis: Die Bedingung ist notwendig:





unserem speziellen Sinne induktives System von topologischen
Vektorräumen mit der Indexmenge I. Es sei
der Nullumgebungsfilter ln (E.,T.) . Ferner sei
l l
(E,T) : ::ind (E. ,T.) . Wie man leicht nachrechnet, ist ein
I l l
Filter ~ auf E genau dann in T(O) , wenn es einen
Index i aus I derart gibt, daß gilt:
:: J'.(1J.(o))
l l
-Da '1J. (0) -Nt:fllumgebungsfilter des topologischen Vektorraumes
l
(E. ,T') ist, sind aufgrund der Axiome eines topologischenl. l
Vektorraumes die R~lationen
1J. (0) + 1J. (0) :: 1J. (0) und \V.1J. (0) :: 1J. (0)l l l l l
erfüllt. Wegen der Linearität der Inklusionsabbildung J.
l
folgt:
::j. (1J. (0)) + j. (1J. (0)) :: j. (1J. (0)) :: [ 1J. (0 )""lJl l l l l l l
und
\V.[<p.'(0 )J :: \V.j .(1J. (0)) :: j. (W • <p. (0)) :: j. (<P.(0)) :: [<p. (0) ] •l II l l II l.
Damit ist die Familie n durch n ::: {[1J. (o)JI i£ I } de-
l










(2) des Satzes .
Nullumgebung in







Punkt aus E. , d.h. es gilt K.U. :: E. . Da es aberl. , l l
zu jeder Menge F aus [<Pi(o)J eine Menge U. aus 1Ji (0)l







ein Filter auf E.
1










bewiesen und folglich gezeigt, daß
die im Satz aufgeführten Bedingungen für eine pseudotopolo-
gische Vereinigung notwendig sind.
Es werde nun angenommen, daß (E,T) ein Limesvektorraum
ist, so daß die Bedingungen
....., ,...,
(1) - (3) des Satzes erfüllt
sind. Der Beweis dafür, daß (E,T) eine pseudotopologische
Vereinigung ist,wird durch di~ Beweise der folgenden Behaup-
.tungen geführt.
4) Behauptung: Sei <p aus ~ Definiere E<p: =nK.FFE:<p
Dann läßt sich E<p wie folgt charakterisieren:
E<p = {x I x E:E \V.X ~ <p }
Beweis: Für eine positive Zahl r sei S(O,r] =
= { AIAE: K , I AI < r } .-
. (I) Sei \V.X '2 <p . Dann gibt es zu jedem F aus <p eine
Zahl r > 0 derart, daß S(O,r] .x ~ F gilt.lnsbesondere
ist dann F, folglich 1 K.Fr.x E: x = r(r.x) E: . Da F
aus <p beliebig war, folgt XE: (\ K.F = Eq,' Also ist:FE:<p
{ x Ix E:E , \V.x~<P } £. E<p
(11) Sei andererseits x aus E<p . Ferner sei F aus <p
Wegen der Relation W.<P = <p gibt es eine equilibrierte
Menge F' aus <pderart, daß F' ~ F gilt. Es ist. zu
zeigen, daß \V.x ? <p gilt, d.h. , daß es zu F aus
eine Zahl r > 0 derart gibt, daß S(o,rJ.x ~ F
folgt. Wegen der Equilibriertheit von F' genügt es)die
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die Exis enz von r > 0 derart nachzuweisen, daß r.x E F'
"gilt. Da F' equilibriert ist, folgt dann nämlich
8(0,1) .r.x. = 8(0,r] .x S F' ~ F
Nach Definition von E<p ist aber E So K.F' . Da F'<p
equilibriert ist und da x aus E<p ist, existiert r > 0
derart, daß r.x E F' gilt, v.Jaszu beweisen war.
5) Man .versehe das vorgegebene Filtersystem n mit
der zur Inklusion dualen Ordnung. So ist n ~in nach
oben gerichtetes System. Bezüglich diesem System ist
ein induktives System von Vektor-
räumen mit E = U Eq,
- <p En
Beweis: Nach den Limitierungsaxiomen und nach den Voraus-
setzungen über n ist n gerichtet.Der Einfachheit halber
werde .im Folgenden bei den Relationen, in denen die Ord-
nung von eingeht, die bisher verwandte Schreibweise



























folgt nach (4) XE E<p
2
Es bleibt die Relation
Es ist zu zeigen, daß aus
.Da
genau dann aus E<p '
1
W.X? <P2nach Voraussetzung über
E stets W.X E '[(0) . Nach den Voraussetzungen über
gibt es dann einen Filter <p aus n derart, daß
W.X ;2 <p gilt. Nach (4) folgt x E E<p und erst recht
X E.V E<p . Folglich ist, da die E<palle in E enthalten
<pEn










Dann gilt auf E <1J
Beweis: -Seien F
wegen W. <1J= <1J
ist, gilt LP ~
E~ lineare Unterräume von E sind.
6) Behauptung: Für die Spur des Filter's <1J auf E<1J folgt:
eSPE (~)l = <1J
11
Beweis: Das folgt unmittelbar aus der Forderung E<1JE <1J
?) Behauptung: Setze für <1J aus ~ <1J'=SPE (<1J)<1J
sowohl <1J'+<1J'=<1J' al~ auch W.<1J'= <1J'
~ # 0 stets ~.F ~ <1J'.Wenn F E <1J'gilt, so gilt wegen
(6) auch F E <1J.Wegen W.<1J = ~ gibt es eine equilibrierte
Menge F' aus <1J mit F'~ F . Aus F E <1J'und F'f F
folgt wegen F' E <1J aber F'E <1J'.Wie man leicht nach-
prüft sind die beiden soeben verifizierten Bedingungen
aber notwen6ig und hinreichend dafür, daß w . <1J'= <1J'gi 1t .
Für jedes F aus <1J'gilt vlegen W.<1J' = <1J'stets 0 E P .
Daraus folgt: <1J'"2 <1J'+<1J'. Sei andererseits F aus <1J'.
Wegen <1J+ 'l' = <1J gibt es F' aus <1J derart, daß
F' .+ F'S F gilt. Wegen 0 E F' folgt insbesondere
F'f F'+ F'~ F c; E<1J' d.h. F' 'E <1J'.
Hieraus folgt cD" + ep':2 <1J'und mithin <1J"+ <1J':: <1J'.
S)Definition: Definiere die Lim'itierung l1> ~ E<1J durch:
l~(X): ={~I ~ Filter auf Egs mit ~-X 2 <1J"}.
9) Behauptung: Durch l<1J ist auf dem Vektorraum E<1J eine
kompatible Topologie definiert.
Beweis: Es werde zuerst bewiesen, daß durch l<1J auf E<1J
eine kompatible Limitierung definiert ist. Da der Filter
[0J auf E<1J feiner als der Filter 1>" ist, ist es nicht
schwierig nachzuweisen, daß T<1J wirklich eine Limitierung
- 11 -
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T~(O) . Dann folgt
1"~(o) •
W. ~1? \V.~ .•
E:A.\jIund somit
auf E~ st. Insbesondere gehen die Filterklassen T~(X) ,
wo x aus E~ beliebig ist, durch Translation aus der
Filterklasse T~(O) hervor. Folglich genügt es nachzu-
~eisen, daß T~(O) die Bedingungen (L1) - (L4) erfüllt.
(L1): Es gelte \jIiE: T~(O) , wo i::: 1,2 . Das ist äqui-
valent zu \jIi?~"" Dann folgt \jI1+ \jI2d ~ ... + ~ ... :::.~ ...
und somit \jI1+ \jI2E: T~(O)'.
(L2) Sei'¥ E:T ~ (0) •. Dann folgt
also W.'¥ E: T~(O) .
--(L3) Für jedes x ausE~ folgt 'wegen (4) \V.x:2~'"
und somit \V.x E: T~(O) .
(L4) Seien A aus Kund \jIaus
-Damit 'ist gezeigt, daß T~ eine mit der Vektorraumstruktur
von E~ verträgliche Limitierung ist. Da andererseits
1"~(o) einen gröbsten Filter, nämlich ~...enthält, ist
diese Limitierung eine Hauptideallimitierung und somit
wegen der Kompatibilität mit der Vektorraumstruktur von E~
nach Fiscner eine Vektorraumtopologie .Der Nullumge-
bungsfilter dieser Vektorraumtopologie ist ~"'.
10) Behauptung: Es gilt
ist dann bewiesen~ daß
(E,1")
(E,T)
:::ind (E~,T~) . Damit
r2
eine pseudotopologisch~
'V~reinigung ist und die in (3) angebenen Bedingungen
(3)(1) - (3)(3) auch hinreichend sind. Dies beschließt den
Beweis von (3) •
Beweis: Hegen (5) genügt es zu bevJeisen, daß T(o):::(in9T~)(o)
r2
gilt, da wegen der Kompatibilität der beiden Limitierungen
mit der Vektorraumstruktur von E folgt, daß sie in
jedem Punkt aus E dieselbe Klasse konvergenter Filter be-
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sitzen und somit identisch sind. Sei ~ aus T(O). Dann gibt
es einen Filter <jJ aus ~ derart, daß lJf ") <jJ gilt.
Hieraus folgt. E<jJE ~ und Sp (1jI)? <jJ' also SPE (IjI)EL<jJ(O) .E<jJ , <I>
Dann folgt aber wegen der Bemerkung zu Beginn dieser
Arbeit und insbesondere wegen (6) :
<jJ£ [SPE (1jI)] = j<I>(SPI;'(1jI))= ljIE (ind L<I>)(0 )<I> LJ<I> ~
Sei andererseits ljI aus (indT<jJ)(0) . Dann gibt es <I> aus
~
-~ mit ljI~ C <I>~}=<I> Hieraus folgt aber aufgrund
der Axiome einer Limitierung ljI E T(O) .
-Als-ein Korol-lar zu der Charakterisierung pseudotopologi-
scher Vereinigungen ergibt sich nun die Charakterisierung
von Marinescu-Räumen:
11) Korollar: Ein Limesvektorraum (E,T) ist genau dann ein
Marinescu-Raum, Wenn eine Familie ~ von Filtern auf E
existiert, die die folgenden Eigensch~ften besitzt:
(1; Wenn <I>E ~
(a) <I>E T(O)
, so
'(b) <I> besitat eine Filterbasis aus absolutkonvexen
Mengen.
(c) Für jeden Skalar 'l".-I-0 aus K gilt A.<I>:::<I>
r-
(2) Zu jedem Filter ~ aus T(O) existiert ein Filter <I> aus
,...
.(3) Für jeden Filter <I> aus ~ gilt (\ K.'F E <jJ.
FE<I>
Beweis: Wenn (E,T) ein Marinescu-Raum ist, so definiert
man die Familie ~ wie im Beweis zu (3) . Jeder Nullumgebungs-
filter <I>.(0)
l
besitzt eine Basis aus absolutkonvexen Mengen,
die dann aber auch eine Basis von [<jJi (0)1 ist. Es gilt also..- •....•
(1) (b) . Die Bedingung (1) (a) stimmt mit der in (3)
überein und ist automatisch erfüllt. Da ~(o) Nullumgebungs-
l
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filter in (E.,T.) ist, folgt für jedert Skalar ~ i 0
1 1
~.~.(o) = ~.(o) . Hieraus folgt dann aber auch1 1,
A. [~. (o)l = [' ~. (0)1 . Also gilt auch (1)(c) . Die Be-
.11
dingungen (2) und (3) sind mit denen in (3) identisch.
Also sind die angegebenen Charakterisierungsbedingungen für
Marinescu-Räume notwendig.
Ist andererseits die Filterfamilie ~ so vorgegeben,
a~ß die Bedingungen (I) - (~) erfüllt sind, so folgen
die Bedingungen (i)(b) und (i)(c) - wie man sehr leicht
.verif'i.ziert.•..auch für die in (7) definierten Filter ~.•
auf E~. Dann ist aber nach Definition eines lokalkonvexen,
topologischen Vektorraumes ~' Nullumgebungsfilter einer
~okalkonvexen Topologie auf E~, die mit identisch ist ..
Nach dem Charakterisierungssatz (3) gilt dann aber
(E,T) = ind (E~,T~)
n
Diese Charakterisierungen lassen sich nun auch auf induktive
Limites von topologischen, bzw. lokalkonvexen, topologischen
K-Algebren wie folgt erweitern:
12) Korollar: Sei (E,T) eine pseudotopologische Vereinioung.
Es sei E zusätz lich eine Algebra; T se?: m-it der A1gebren-




(E,T ) ist genau dann pseudotopoloaischeVer-
einigung von i9.J20logischen K -A 1gebren, wenn ein System n
von Filtern in 1(0 )so exis tiert J daß die Bedingungen
(]) - (3) in (3) erfüllt sind und zusätzlich für jeden
Fi lter ~ aus n gilt:
r-'
(4) ~. <lJ ? <lJ
~




Unteralgebren von E werden, denn für x und y aus
\V.xy = w. x .\V.y ? ep.eIl"2eIlund. somit xy £
Beweis: Die Bedingung (4)
(5) , daß die Topologie




auf Eep eine Algerentopologie wird
13)Bemerkung: In Analogie hierzu l~ßt sich eine Limesalgebra
(E,L) als induktiver Limes von lokalkonvexen, topologi-
sehen K-Algebren darstellen, wenn die Voraussetzungen von
'(11) erfüllt sind und das System ~ zus~tzlich noch den
Bedingungen ,(4) und (5) von (12) genügt._
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